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Abstract
　　　The　object　of　this　article　is　to　extend　J・uchiyama’s　result　on　the　growth　order　of　cceigenfunctions”
corresponding　to｛tpositive　eigenvalues”of　the　Schr6dingcr　operator－△十V（x）・　The　potential　function
V（x）is　assumed　to　satisfy　the　differential　1nequality　rVr十2βレF≦0，0＜β＜．1（7＝lxl），　and　thg　regionΩ⊂Rn
where　the　cquation　is　considered　is　assumed　only　tq　include　the　outside　of，some　sphere．　The　proof　is
・impl・by・d・pti・g　S・Agm・n’・a・g・m・nt・n・diffe・enti・1・q・・ti・・in・Hilbr・t・pace・
　　　§1．Assumptions　and　theorem
　　　The　absence　of　positive　eigevalucs　of　the　Schr6dinger　opcrator　with　singular　potential
was　studied　by　sevcral　authors（〔1〕，〔2〕，〔6〕，〔7〕），　and　J．　Uchiyama〔5〕gave　the　Most
comprehensive　results．（His　results　are　quoted　latcr，）　The　framework　of　problem　and　thc
assumptions　are　the　same　as　of　Uchiyama’s．　Nemely，　wc　consider　non－zero　solutions　of　the
　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　equatlon
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－△u十V（x）u＝λu　inΩ，　　　　　　　　　　’　　　　　（1．1）
（Ωis　a　region　in　Rn，λis　a　positive　constant　and△denotes　thc　Laplacian　operator）with
thc　f（）llowing　assumptions：
Assumption　1．Ωincludes　the　se彦E。o，　the　eκteriorげαsPhereω激the　rαdius　r。・
A・・um・…n・．　V（・）・…・・1－val・・d・fun・…n　P・∬・・s・・g・・h・　・ad・・1・der・・a・iv・Vr（・）一募・（・），・－
Ixl．　　・
Assumption　3．　V（x）satis／ies”S彦ummel，∫condition”：　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、矧≦，ue．v－（，l！上1・。　dy≦M　　　　　 　　　　∫
漁・一伽・…・・M融・伽・げ・伽＋・≦…一∫、x－。1≦」・（・）12の≦M－・n－
steaの　　　　　　　　　　　　　　4
Assumption　4．　V（x）and　Vr（x）∫α彦isfl彦he　inegualitl
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7レ㌃（x）≦－2β17（κ）
ノ「or　almost　ever：ソxωith　some　constant　β，0＜β＜1・
Assumption　5．　Vr（x）is　locally　integrable．
Remark．　Though　Uchiya血a　did　not　refer　to　this　assumption　explicitly，　it　seems　that　we
nced　some　estlmate　fbr　IVr（x）l　in　order　to　justify　thc　integration　by　parts　or　the　differentia・
tion　of　f‘）rms．　But，　as　he　mentioned，　if　V（x）is　a　homogeneous　function　of　degree－2β
satisfying　Stummers　condition，　then　Assumptions　4　and　5　are　satisfied．　ParticularlY，　the
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Coulomb　potential　of　many－body　problem
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（・）一混［。怨、1＋写1隻l
is　such　one　withβ＝1／2．
The・rem・lf　A∬umpti・η∫1～5α78　sa彦isfied　and　if　u（x）∈H21㏄（9）i∫　a　5・姻・πげ（1．1）ω乃漉
面6∫彫・anish　identicall！inαneig痂励・・dげin．17吻，　then
1囎・R・一’　！r。≦1。1．。lu（・）12め・…n・＜β＜1 （1．2）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li囎（1・gR）－1∫。。≦f，1。。1・（・）i・d・〉・…nβ一・　（1・・）
　　　This　theorem　implics　that，　whatcver　boundary　condition　may　be　posed，一△十V（x）has
no　positive　eigenvalues．　To　say　more　precisely，　if　the　shape　of　g　is　moderate　so　as　to　assure
the　uniquc　continuation　property　of　the　solution　of（1．1），　we　can　conclude　the　absence　of
positive　cigenvalues　of　any　selfadjoint　realization　of　－△＋V（x）　in　L2（9），　rcgardless　of　the
boundary　condition．
　　　Uchiyama　has　proved　the　samc　estimate　in　the　special　casc　whcn　9」Rn．　For　9≠Rn，
・・w・ver・…h・w・d（1・3）w…β一1・・d（1・・）w・・n　l〈β〈1・・urre・ul…th・・ad・・cc・
extension　of　his．　The　proof　is　preformed　by　simpler　calculations　with　the　aid　of　S．　Agmon’s
trick（〔1〕）．　There　does　not　appear　any　critical　value　ofβ1ike　l／3　even　in　the　process　of
the　proof．
　　　§2．Lemmas
　　　We　begin　with　reducing　the　problem　to　a　differential　equation　in　L2（S”－1）．　Set　v＝
〆π需1）／2u，　fbr　which　we　may　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vrr＋r’2Av＋（λ一a）・＝0．
H・・ean・…h・・cq・・l　w・w・・…・一，…－1；｝；；，A－・h・L・place－B・1・・am・・P・・a・…n
sn－1　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（・）－v（・）＋（n－’審1〃－3）・
　　　In　what　fbllows，　we　think　of　v（x）＝v（r，・）as　a　functiQn　of　r　with　values　in　L2（Sn－1）．
Now，1et　us　introduce　a　bilinear　form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（r）＝li・・112＋え1剛2－（gv，の＋r－2（∠・，　o）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一β・一・（V・，・）・ijp（β一1）・－W（・≧・・），
where　l　l　and（，）are　the　norm　and　the　inncr　product　in五2（Sn－1）．　We　note　that　g（x）
also　fu1丘1s　Assumptions　2～5．　Since　u（x）belongs　to　H21。c（9）and　since　we　can　show　that
g。u2∈五11㏄（ρ）（see　the　remark　after　Lemma　2），　each　term　of　the　right－hand　side　is　absolu－
tely　continuQus　with　respect　to　r　so　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
　　　　　　　　　　　　　　　On　the　Growth　Order　of　Solutions　of　the　Schr6dinger　equation
　　　　　　　　　　　Fノ（r）＝2（Vrr，　Vr）十2λ（v，　Vr）－2（qv，　Vr）一（9rV，　v）十2r｝2（刀［v，　Vr）
　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　2r－3（∠tv，　v）十βr－2（Vr，　v）一βr－illVrU2一βr－1（Vrr，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　＋β（β一1）r’2（V。，の一β（β一1）r－3酬2
　　　　　　　　　　　　　　　　＝2（Vrr十r－2Av十（λ一q）v，　Vr）一（qrV，　v）－2rH3（ノlv，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　＋β2r『2（Vr，0）一βr｝’jlVrl12＋βr　3（Av，　V）＋βλr－’HZノ儲2
　　　　　　　　　　　　　　　　　一βr“t（qv，の一β（β一1）r’311vii2
　　　　　　　　　　　　　　　　＝一（9rV，　v）十（β一2）r－3（Av，　v）十β2r－2（Vr，　v）一βr－’1［Vr“2
　　　　　　　　　　　　　　　　　＋βr－1（λ一（β一1）r－2）11vN2一βr－1（qv，　v），
almost　everywhcre（we　shall　sometimes　omit　thesc　words）．　Therefore，
　　　　　　　　　　　　（rβF（r））ノ＝rβ一1（rFノ（7）＋βF（r））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝rβ一t｛一（rqrV，　v）十（β一2）r－2（Av，　v）十β2r｝t（Vr，　v）一βilVrl［2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋β（λ一（β一1）r’2）11vl12一β＠，・）＋βi【v・II2＋IEIRIlvl12一β＠，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋β・一・（Av，　v）一β・r・（Vr，　V）＋ijp・（βrl）・一・il・U2｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝rβ一1｛＿（［rqr十2βg］v，　v）十2（β一1）r－2（Av，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋β（・・＋1（1一β）（・二β）r”2）Uvl12｝・
Hence　we　can　establish　the　inequality
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（rfiF（r）），≧2βλrβ一2Uvll2≧0．　　a．6．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・1）
Lemma　1．　There　exists　a　value・f　r　f・r　which　F（r）＞0・
Proof．　Suppose　that　F（r）≦O　fbr　every　r≧re．　Then，　　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－r・F（・）一一t・F（の＋∫二（・・F（・））…’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・β・∫二・・一・II・（・）U2d・（r・≦・＜t）・
　　　Since　the　left　sidc　is　indcpendent　of’t，　wc　can　put　t→○O　on　the　right　side　obtaining
　　　　　　　　』　　－F（・）≧・β・・一・jr・・一・11v（s）U2ds．　　　　　（…）
　　　Now　we　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（r）＝logHv（r）II2
0n　an　interval　l　wherc　o（r）≠0．．Thcn，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9〃（・）謡2聯）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－rivl［・｛（Vrr・のギ【1・司12－2（Vr，　vlivl12）2｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧2e－9（r）｛（Vrr，　v）－Hvrl12｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝－2e一σ（r）｛leVr｝12十r－2（ノ1v，　v）十（（λ一9）v，　v）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一・e－al・1｛F（・）＋β・一・（v・，・）－1β（β一1）r”・Nvl12｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝－2e－aCr）F（r）十β（β一1）r－2一βr－ig，（r），
f（）ralmost　every　r　since　g’（r）is　absolutely　continuous．．Theref（）re　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r一β（rPgノ（r））！＝8”（r）十βr－igノ（r）　　　　　　　．、　　　J．　　　　　　．　　　　　（2．3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧－2e－a（「）F（r）十β（β一1）r－2．、
　　　Consequently，　by　the　assgmption　that　F（r）≦0．　we　are　led　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（rβ9ノ（r））’≧β（β一1ンβ一2
which　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rβ9’（7）≧C十βrP－i≧一α　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、．　　　E
wherc　O　and　O，　arc　somc　constants　withα＞0．
　　　At　first，　we　consider　the　case　O＜β＜1．　Then，’in　virtue　of　the　abovc　iriequality，　we
have　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　一・（S）・－9（r）≧C’∫二・撫一1望β（・1　・一・・一・）（…∈・・　r〈・）・（…）
This　inequality　implics　that　g（s）can　not　tend　to〒oo　at　any「丘nite　point．　But，　since　liv（s）II2
is　continuous，　this　statement　would　run　in　co耳tradiction　if　therc　were　a　point　where　llv（s）ll
＝0．Thus，　llv（r）II＞O　throughout（ro，　o。），　or　in　other　words，1＝（ro，　OG）．　Now，（2．2）and
（2．3）show
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（rβ9！（r））ノ≧－2rPe　a（「）F（r）十β（β一1）rβ一2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・β・∫r・・一・・・…一…lds＋β（β一1）・・一・・
Writing　O＝0ノ／（1一β）in（2．4），　wc　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（…W≧・β・∫r・・一・・－c・51－・一・’”・・ds＋β（β一1）r・一・・
Thus，　sctting彦＝∫卜β，　we　see　　　　　　　　　　　、：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R・9・（R）≧・…t・＋4β・∫．R，・C・・”・d・／ll・・一一・e－C・i－・ds＋βR・一・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・一・t・＋剖£禰罪一、・1呈・－2・一・・d・＋PR・一・・
Lct　us　notice　that　for　any　numberγ，　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫ll・’・e’c・d・－tx－・θ…一ぎ、・－r1θ一σ・＋γ（γ十lc2）∫li’t－r・e－a・dt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧、乞・－re’Cx（f・・．1・・g・x）・
which　leads　to　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　．．、’．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R・・’（R）≧・・n・t・＋書皇参・．b－if，・・β一id・＋PRI－・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧、C（え1一β）R2β（f・・1・・g・R・）・
But　this　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9ノ（r）→・。（r→。。）
and　hence　　　　　　　　　　　　　　．　　　　一　　　・　　　．　　　．「．　　…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llv（r）u→oo　（r→Oo）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（4）
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w…h・・n・・ad・…th・・！r・・一・llv（・）II2d・＜…S・w・・b・・…h・1・mm・f…＜β〈1・
　　　Ifβ＝1，　the　inequality（2．3）rcads　　．　・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（rg’（ゆ）’≧72「・－9（”F（「）≧9・
Hence　　　　　　・　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rg’（r）≧LC
fore　somc　constant　C＞1，　and　hcnce
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（∫）－8（r）≧－C（IQg　s－log　r）・
Th・・，、・imil・・ly・・中・．P・evi・u・ca・e，　11v（・）II≠9・・（7・，°°）and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（rgノ（r））！≧－2re－a〔「）F（r）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧4・！re・…一・1・・ds
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．≧4・！i］e・－C（1・9・－！・gr・d・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　4R
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝c＿1「・
hence　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・9・（・）≧α午。磐呂　　　　　　　　、
Theref・・e，　w・h・v・llv（r）1［一・・（・一・・）・g…，w…h・・n・・ad・…∫rll・（・）ll・ds＜…（L・mm・l
is　proved．）　　　　・’　　　　　　．　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　幽
　　　T…1…・g・…the　e・・im・・…∫f，F（・）d・　fr・m・・1・w・T・・b・・…he　e・t・m・…f
∫f，jiv（・）Ll’・d・…w・ver・w・n・・d・n・…e　l・mm・．（・・mm・’3）w…h・・esse・…lly・h・・am・
as　Lemma　3．160f　Uchiyama［5コ。　We　sh耳11　repeat　its　proof　in　order　to　bring　it　into　line
with　our　settings　and　notations．　For　this　purpo串c，　we　refer　to　the　f（）110wing　lemma　due　to
Ikebe－Kato［3；Lcmma　2　summarized　fbr　our　gasc］：　．・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユL・mm・2・lf　q（x）．・・師・・Stumm・1’・…伽・・功・・．f・r．an2　u∈Hll・c（Rn）・th・P・・d・・t　l　qlgu　be－
1・・9・t・L・1㏄（Rn），　and　f・r　a・y　R・nd・S（R＞0，0＜δ＜1）ω・’hdve
　　　　　　　　∫19（・）lu（・）・dx≦・・n・t・・圭∫17u（・）隔・・n・t・・－2＋キ∫1・（漁
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　国≦R＋δIxl≦R ． ．国≦R＋δ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　，
Here　the・C・ns彦αη6磁卿4・ψ・n　9　and　n・　　　　　　．　　噛．
Remark．　By　modifゾing　’a　similar　inequality　described　in〔3〕，　we　can　obtain
　　　　　　　　llqr（・）1・（・）・dx≦・・n・t・δ一・＋・∫i△U（・肋∫lq・（・）ldx
　　　　　　ro≦1工1≦R．　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　ro一δ≦Icl≦R十δ　　　　　　　　　　lx一ツ1≦δ　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・・n・t…∫。一、≦1。1．。．、IU（．・，）呵1矧。、la・（・）1dx
｛br　any　u（x）∈H21㏄（9）．　Therefbrc，　if　gr（x）∈Llloc（9），　then　qr（x）u（x）2∈Lll。c（9）．　This　fact
impli・・th・hb・・1・te　c・ntinuity・f　　’・・．　　．．一
　　　　　　　　　　　　＠，v）一∫鳳。－19・（・）v（・）物＋・∫1。d・∫、。一・9（・）・（・）Vr（・）dw…n・t・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（．5．）
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and　gives　justi丘cation　of　the　formula　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多＠，の一（9・V，v）・・（gv，の’・…
　　　　Let　us　now　consider　a　C2－functionζR（r）with　the　properties．（i）0≦ζR（r）≦1（r。≦r〈o。）
（ii）　ζR（r）＝0　（r・≦r≦r・十〇。1）　（iii）　ζR（r）＝1　（r。＋1≦r≦・R－1）　（iv）　ζR（r）二二1）　（R－0・1≦r〈○○）
（v）　In（r・，　ro＋1）the　value　ofζR（r）does　not　depend　on　R　and　in（R－1，　R）the　graph　does
not　change　its　shape　but　for　translation．（lmagine　a　tid41　wave　or　a　slide－trombone．）
Lemma　3．　For　an　arbitrarily　smallε＞0，　there　exist　constants　C、　and　M、　Such　that
　　　　　　　　　　　　　Sl，k（r）・1（qv・v）ldr≦Sl，ζR（・）・（・・ll・・］1・＋・r－・II…ll％
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋∫f，（・・ζ・・（・）・＋C・ζR（・）・＋・・一・ζR（r）・）11・ll・dr　（2・・）
and
　　　　　　　　　　　　　∫f，ζ・（・）・ll・・ii・dr≦蝶ir・li・dr－1量εε∫蒐ζ・（r）・r－・li7・v］i・dr，　　（…）
where　7’v　denotes　the　gradient　of　v　on　Sn－1，　in　other　words，　Ill7’vl12＝一（Av，　v）．
Proof．　We　apply　Lemma　2　toζR（r）u＝ζR（r）r－（n－1）／2v．　At　first　we　note　that　l7f［2＝f，2＋
r－2P7　’fi2　and　hence　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IV（ζRU）12＝r－（n－1）（ζRV）r2－（n－1）r－n（ζRV）rζRV
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（171）2ζ・・r－・n＋・IV・＋ζ・・r－・n＋・・11・’・i・・
Then，　Lemma　2　shoWs
　　　　　　　　　　　　　∫f，ζ・・1（q・・v）1dr≦・…t・δ去α　！1，　｛ll（ζ・v）rll・一（n－1）・一・（（ζ・v）・，ζ・・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（n－1　4）2ζ…一・Uvii・＋ζ・・r・li7・vi［・｝・dr
　　　　　　　　　　　tt　　　＋・・n・t…2＋9α∫f，ζ・・ll・ll・dr
　　　　　　　　　・　　　≦・・n・t・・舞α∫蒐｛gii（ζ・V）rn・＋’1（　1）・ζR・r－・11・U・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ζ・2r’21117・vll・1・・＋’6…t・δ一2＋ea∫f，ζ・・nvir・dr，
whe「e、w・1・an・h…eδ・・bit・a・ily・m・ll・S・tti・9　Vh・　c…t・nt・apP・・P・i・t・ly，　w・hav・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・∫1，ζ・・1（gv・v）ldr≦・∫f，（ll（ζ・・）・ll・＋ζR・r－・ll・U・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　＋ζR2r－・1レ・vU・）dr＋C・∫1，ζ・・ll・il・d・・
Note　that　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　1「（ζRv）rll2＝’ζR211．v．1【2＋2ζ■ζ■’（vr，　v）→一ζ．’211vl12≦2ζR211vrl12＋2ζ．’21「vl12，
then　we　can　obtain　the　inequality（2．5）immediatcly．
　　　Now　wc　turn　to　the　equation　vrr十r－2Av十（2－9）v＝O，　which　gives
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sl，ζ・・｛・ll・・li・一・（（・－e）v，の｝dr
　　　　　　　　　　　・　　　一∫f，ζ・・｛・11・；II・＋・（Vrr，の＋・r－・⑳，の｝dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・6う
　　　　　　　　　　　　　　　　OII　the　Growth　Order　of　Solutions　of　the　Schrδdinger　equation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－∫liζ．R・表11・11・dr－・∫1，ζ・・r・・ll・・’・ll・dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－∫1，（ζR・）〃II・li・dr－・∫1，ζR・・一・11〆・ll・dr・
Hence，　combining　this　with（2．5），　we　have
　　　　　　　　　　　　∫iζ・2Uvrli2dr　＝：　－li－Si（ζ・・）〃il・1［・dr－∫1，ζ…一・ll7・vll2dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋∫1，ζ・・（（・一・）v・v）dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦1∫二（ζR・）〃11・11・dr－～1，ζ…一・IV，vll・dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋∫1，ζ…II・11・dr・・恭・・11・・li2dr＋・1蒐ζ網1〆瀬
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋∫le（・・ζ・ノ2＋αζ・2・・r2ζ・2）11・112d・・
Thus　we　obtain（2．6）with
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M・－1呈，、溜1（ζR2）”…ζ・’2＋（・＋α＋・・－2）ζ・2
which　is　clearly　seen　to　be　independcnt　of　R．（Lcmma　3　is　provcd．）
　　　§3．Proof　of　the　theorem．
　　　We　note　that　no　generality　will　be　lost　ifwe　think　ofthe　value　of　r　in　Lemma　l　as　r①
itself，　becausc　the　desired　inequality　in　the　theorcm　does　not　affected　by　changing　the　con－
stant　ro，　Therefore，　Lemma　l　together　with（2．1）shows
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rβF（r）≧r。βF（r。）＞0　（r。≦r）
and　hencc
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫　　　　　　 　　R『2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（r）dr≧CR1『P　　　（if　O＜β＜1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ro十1
0r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫鴛1F（肋≧・1・gR（・fβ一1）
fbr　some　positive　constant　C・
　　　　On　thc　other　hand，
　　　　　　　　　　　　　∫禦1F（・）呵禦1｛ll・・1【2＋・11・H2－（qv・v）一・’21117’vl12
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一β・一・（V・，の・ijp（β一1）・一・ll・1［・｝dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦∫禦1｛ll・・II・＋2il・ll・＋Kg・・の1＋tβ・”2ii・112｝dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦∫1，｛1ζ鵡1・＋ζ・・（・＋βr－・）II・ll・＋ζ・21（9V・の1｝dr・
Hence，　by　dint　of（2．5）and（2．6）we　have
　　　　　　　　　　　　　∫禦1F（r）dr≦∫1，（1＋・・）ζR211・・112dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋∫1，｛（・＋1β・一・＋・・’2＋C・）ζ・・＋・・ζ・ノ2｝1i・ll2dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・∫f，ζ・・γ一・i囲・dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦Mc（1＋・・）∫1，il・i，・dr＋・・n・t・∫え1國…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（1一ε　　　一一ε1－2ε）∫1，ζ・・ブ・1レ・vil・d・・
If・＜・〈1／・・h・nほ一・〉・・nd　w・・b・’…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫駕1F（・）dr≦・・n・t・！1，ll・112dr
and　hence
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫1，ll・lr・dr≧・・n・t・R1－・（・f・＜β＜1）
or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！1，］i・li2dr≧・…t・1・gR（・fβ一1）
which　yields　the　collclusion　of　the　theorem．
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